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Mathematisieren, das Beschreiben von realen Situationen mit Hilfe mathematischer
Mittel, stellt eine zentrale Kompetenz im Mathematikunterricht dar. Dennoch zeigen
Studien, dass Schiiler:innen in diesem Bereich teils erhebliche Schwierigkeiten aufwei-
sen. Ziel dieser Studie ist die Analyse moglicher Fehlerursachen und -prozesse bei Ma-
thematisierungsaufgaben. Dazu wurde eine qualitative Untersuchung mit 486 Schii-
leriinnen der 8.Schulstufe an acht Salzburger Schulen durchgefiihrt. Die Lernenden
bearbeiteten eine Aufgabe zum Aufstellen einer Formel fiir eine gegebene Sachsituation
und dokumentierten dabei ihre Gedankengédnge und Losungsschritte. Die Auswertung
zeigt, dass sich die Fehlerprozesse auf tibergeordnete kognitive und kontextuelle Muster
zurtickfihren lassen. Haufige Ursachen sind die Orientierung an routinierten Verfahren,
unzureichendes Operationsverstandnis sowie Schwierigkeiten im Umgang mit mathe-
matischen Notationen. Besonders auffllig ist die fehlerhafte Anwendung der Strategie
des Rechnens auf eine Einheitsgrofie. Die Studie verdeutlicht die Vielfalt moglicher Feh-
lermuster innerhalb einer einzelnen Aufgabenstellung und betont die Notwendigkeit
ihrer systematischen Analyse. Fiir den Unterricht ergibt sich daraus ein erhchter Bedarf
an diagnostischer Sensibilitat und gezielter Forderung durch die Lehrperson.

SCHLUSSELWORTER: Mathematikunterricht, Mathematisieren, Modellbilden, Fehleranalyse,
Fehlerprozesse

1. Einleitung und Fragestellung

Das Lehren und Lernen von Mathematik erfordert die Einbindung mathematischer
Konzepte in reale Kontexte sowie eine reflektierte Fehlerkultur (Winter, 1995). Die
Mathematisierung als essenzieller Prozess (iberfiihrt reale Modelle in formale mathe-
matische Strukturen (Forster, 1997) und bildet eine zentrale Kompetenz des Modell-
bildens (Greefrath et al,, 2013; Kaiser et al, 2023). Modellbilden umfasst neben dem
Mathematisieren auch das vorangehende Problemverstehen, Berechnungen sowie
Interpretation und Validierung (Forster, 1997; Kaiser et al,, 2023). Die Darstellung von
derartigen Modellierungsphasen hilft, die Komplexitat zu reduzieren und Teilkom-
petenzen des Modellierens zu fordern (Blum & Leiss, 2005; Greefrath & Maaf3, 2020).
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Fehleranalysen ermoglichen wertvolle Einblicke in Denkprozesse von Schii-
ler:innen und dienen der gezielten Férderung (Eichelmann et al,, 2012; Fischer &
Malle, 2004; Prediger & Wittmann, 2009; Radatz, 1980; Wittmann, 2007a). Das
Bewusstsein iiber Fehlermuster hilft, Fehlvorstellungen praventiv zu begegnen
(FGhrer, 2004). Studien zeigen, dass Osterreichische Schiileriinnen Defizite bei
der Interpretation mathematischer Ausdriicke haben (Malle, 1993). Plangg et al.
(2022) analysieren in diesem Kontext Fehlermuster bei der Mathematisierung
einer Sachsituation aus der Bildungsstandardsiiberpriifung Mathematik fiir die
8.Schulstufe (BIST-U M8, 2017) mit 6sterreichweiten Daten, allerdings ohne die
Fehlerprozesse systematisch in den Blick zu nehmen. Die Relevanz der Identifika-
tion von Fehlerursachen aufgreifend, ergibt sich darauf aufbauend die folgende
Forschungsfrage: Welche Fehlerprozesse liegen den bereits identifizierten Fehler-
mustern beim Mathematisieren einer Sachsituation aus der Studie von Plangg et
al. (2022) zu Grunde?

Um Einblicke in diese Fehlerprozesse zu gewinnen, wurde fir diese Studie die
Aufgabenstellung aus der BIST-U M8 von 2017 durch eine Aufforderung zur Nota-
tion der Losungsschritte und Gedankengange (vgl. Fischer & Malle, 2004) erwei-
tert. Der vorliegende Beitrag bietet einen Uberblick iiber relevante theoretische
Konzepte, beschreibt die aktuelle Studie und prasentiert Ergebnisse mit prakti-
schen Implikationen fiir Lehrkrafte und die Forschung.

2. Hintergrund

Dieser Abschnitt behandelt zentrale Begriffe im Kontext des Mathematikunter-
richts: Mathematisieren, Modellbilden, Grundvorstellungen und Fehlermuster. Zu-
dem wird die vorangegangene Studie von Plangg et al. (2022) naher beschreiben.

2.1 Mathematisieren, Modellbilden

Freudenthal (1977, S. 49) definiert Mathematisieren als ,Ordnen der Wirklichkeit
auch, wenn es mit mathematischen Mitteln geschieht”, Dieser Prozess umfasst
das Erkennen von Mustern und die Anwendung mathematischer Konzepte auf
reale Phanomene (Heymann, 1996). Mathematisieren ist ein essenzieller Bestand-
teil des Modellierens, der als Kompetenz in den Lehrplanen der Sekundarstufe
verankert ist (BGBI. Il Nr. 1/2009 idF BGBI. Il Nr. 262/2023). Modellbildung (siehe
Abbildung 1) beinhaltet die Erstellung eines Situationsmodells basierend auf einer
Realsituation (1), die Gewinnung eines Realmodells aus dem Situationsmodell (2),
die Mathematisierung (3), die Bearbeitung des mathematischen Modells inner-
halb der Mathematik (4) sowie die Interpretation und die Validierung der so er-
haltenen Resultate (5 und 6) (Blum & Leiss, 2005). Dabei betonen Greefrath et al.
(2013) die zentrale Rolle der Mathematisierung im Modellbildungsprozess.
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ABB1 Modellierungskreislauf nach Blum und Leiss (2005), Darstellung durch die Autor:innen

Grundvorstellungen spielen eine zentrale Bedeutung, da sie helfen, mathemati-
sche Begriffe bildhaft oder handlungsbezogen zu interpretieren und die Anwen-
dung von mathematischen Konzepten in realen Kontexten zu erleichtern (Blum
et al,, 2004; vom Hofe & Roth, 2023). Sie machen Mathematik greifbar, indem sie
individuelle Lernerfahrungen einbeziehen und ermdglichen es Lehrkraften, Kon-
zepte anschaulich zu vermitteln. Grundvorstellungen sind eine wesentliche Vor-
aussetzung fiir Modellierungsprozesse (Blum et al.,, 2004). Vom Hofe und Roth
(2023) betonen, dass Grundvorstellungen im Modellierungskreislauf wiahrend des
Mathematisierens sowie Verarbeitens und Interpretierens erforderlich sind und
ihnen somit eine wichtige Rolle bei Modellierungsprozessen zukommt. Sie sind
unerlisslich fiir die Ubersetzung eines realen Modells in ein mathematisches Mo-
dell, fiir die Arbeit innerhalb dieses mathematischen Modells und fiir die Riick-
Ubersetzung des mathematischen Modells in die Realitit (vom Hofe & Roth,
2023). Mit Bezug zu mathematischen Operationen spricht man auch vom Ope-
rationsverstandnis. Schulz et al. (2017) definieren Operationsverstandnis als die
Fahigkeit, reale Situationen in mathematische Operationen zu (ibersetzen. Dies
setzt eine strukturierte Vorgehensweise und die Anwendung von Grundvorstel-
lungen voraus (Schulz et al,, 2017).

2.2 Fehlerprozesse, Fehlermuster, Fehler

Nach Oser, Hascher und Spychiger (1999) existieren verschiedene Definitionen des
Begriffs ,Fehler”. Keller (1980, S.40) beschreibt ihn als ,Frustration von Erwartun-
gen’, wihrend Gloy (1987, zitiert nach Oser et al,, 1999, S.11) ihn als ,Abweichung
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von individuellen Absichten” definiert. Meist wird ein Fehler als Abweichung von
einer Norm verstanden (Oser et al., 1999). Fehlermuster konnen durch die Analyse
schriftlicher Aufgabenlésungen erkannt werden (Wittmann, 2007a), wenn sie bei
mehreren Lernenden gehauft auftreten (Prediger & Wittmann, 2009). Dabei unter-
scheidet sich die inhaltlich-deskriptive Klassifizierung eines Fehlers von Fehlerpro-
zessen, die sich auf fehlerhafte Losungsvorgiange beziehen (Tietze, 1988). Ein Feh-
lermuster kann somit verschiedene Fehlerprozesse umfassen (Wittmann, 2007b).

Im Mathematikunterricht treten Fehler meist systematisch auf (Gerster &
Grevsmiihl, 1983; Radatz, 1980; Tietze et al., 1997). Fehlermuster entstehen durch
Missverstandnisse, falsche Annahmen oder unzureichende Kenntnisse. Ihre Ana-
lyse gibt Lehrkraften wertvolle Einblicke in das Denken der Lernenden und hilft
bei gezielten UnterrichtsmafSnahmen.

Schiiler:innenprodukte wie schriftliche Antworten dienen hierbei oft als Aus-
gangspunkt zur Identifikation von Fehlermustern (Prediger & Wittmann, 2009).
Padberg (1996) unterscheidet drei Fehlerarten: 1) Fliichtigkeitsfehler, die durch
Unachtsamkeit entstehen und sofort korrigierbar sind, 2) Systematische Fehler,
die wiederholt auftreten und auf mangelndes Verstandnis hinweisen, und 3) Ty-
pische Fehler, die bei vielen Personen vorkommen und auf systemische Schwierig-
keiten in einem gesamten Themenbereich hindeuten.

Hinter den verschiedenen Fehlererscheinungen oder -mustern verbergen
sich hiaufg tiefergehende Fehlerprozesse (Wittmann, 2007b). Die Ursachen fir
bestimmte Fehlermuster konnen individuell unterschiedlich und vielfaltig sein.
Das Hauptziel wissenschaftlicher Fehleranalysen ist es, typische Fehler in einem
Themengebiet zu identifizieren und deren Ursachen zu erforschen. Auf diese
Weise sollen mogliche FérdermafSnahmen fiir den Unterricht entwickelt werden
(Eichelmann et al,, 2012). Die hier analysierten Fehler fallen in die Kategorie der
typischen Fehler.

2.3 Ergebnisse aus Plangg et al. (2022)

Die Studie von Plangg et al. (2022) analysiert eine Mathematisierungsaufgabe der
BIST-U M8 anhand von 4.000 Schiilerinnenantworten aus Osterreich. Das dazu
verwendete Item ,Erdbeeren” (sieche im Folgenden) erfordert die Mathematisie-
rung einer Realsituation und somit das Durchlaufen wesentlicher erster Schritte
des Modellierungskreislaufs' (siehe Abschnitt 2.1).

1 Eine detaillierte Ausfithrung der einzelnen Schritte des Modellierungskreislaufes hinsichtlich der Bearbei-
tung dieses Items findet sich in Plangg et al. (2022).
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Verena hat 12 kg selbstgepfliickte Erdbeeren und mochte diese am Marke verkau-
fen. Sie weifd noch nicht, wie viel sie pro Kilogramm verlangt, deshalb will sie eine
Formel aufstellen. Statt eines fixen Preises pro Kilogramm schreibt sie p €.

Mit welcher Formel kann Verena die Einnahmen (E) berechnen?

Schreibe in das Kastchen.

E= |

Die Losungserwartung flr dieses Item lautet: 12 p.

Die Untersuchung identifiziert acht haufige Fehlermuster, die in der unten an-
geflihrten Tabelle mit beispielhaften Formulierungen und ihrem jeweiligen pro-
zentualen Auftreten in der untersuchten reprasentativen Stichprobe dargestellt
sind (Plangg et al., 2022).

TAB.1 Prototypisches Beispiel und prozentueller Anteil fiir die acht am hdufigsten aufgetretenen Fehler-
muster (Plangg et al., 2022, S.268)

Fehlermuster Beispiel Prozent
1 Unbestimmte im Nenner 12:p 22,2
2 kg statt 12 kg-p 20,2
3 Unbestimmte im Zahler p:12 6,7
4 x oder x und Einheit statt Zahl X-p 6,4
5 Prozent im weiteren Sinn G-p:100 6,0
6 Rechnung 12:2 59
7 Einheit und Zahl statt 12 Tkg-p 3,4
8 x als Unbestimmte 12-x 3,0

Wiahrend Plangg et al. (2022) Hypothesen zu den Fehlerursachen formulieren,
bleibt die systematische Analyse der Fehlerprozesse weitestgehend offen, da die L6-
sungsschritte und Gedankengénge der Schiiler:innen bei den Bildungsstandards-
Uberpriifungen nicht systematisch erhoben wurden, sondern lediglich beispielhaft
und eher zufillig von den Schiileriinnen am Angabeblatt festgehalten wurden.

Zusammenfassend zeigt die Studie, dass eine vertiefte Auseinandersetzung
mit den Fehlermustern und deren Ursachen notwendig ist, um die Mathemati-
sierungskompetenzen von Schiiler:innen gezielter entwickeln zu kdnnen. Aus die-
sem Grund ist eine weitere vertiefende Untersuchung, in welcher systematisch die
notierten Losungsschritte und Gedankengédnge der Schiiler:innen erhoben und
analysiert werden, notwendig.
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3. Methodik

3.1 Stichprobe und Sampling

In der vorliegenden Studie wurden 486 Schiiler:iinnen der 8. Schulstufe im Zeit-
raum April 2024 bis Januar 2025 im Bundesland Salzburg getestet. Es erfolgte eine
gezielte Auswahl an Schulen auf der Grundlage von Schultypen (AHS und MS)
sowie der geographischen Lage (stiadtisch und landlich). Insgesamt wurden fiinf
Mittelschulen (drei in Salzburg Stadt) sowie drei Gymnasien (eines in Salzburg
Stadt) ausgewibhlt.

TAB.2 Verteilung von Geschlecht und Schultyp in der Stichprobe

Merkmal Absolute Haufigkeit Relative Haufigkeit
(n = 486)

Geschlecht

Mainnlich 252 51,85%

Weiblich 226 46,50 %

Divers 6 1,23%

Keine Angabe 2 0,41%

Schultyp

AHS 275 56,58 %

MS 211 43,42%

Zur Sicherstellung der Vergleichbarkeit der erhobenen Daten und somit der Ge-
wahrleistung moglichst identer Durchfiihrungsbedingungen wurde einer detail-
lierten Ablaufbeschreibung fiir die Erhebung gefolgt. Mit Ausnahme einer Klasse
wurden samtliche Erhebungen von mindestens einer Person aus dem Autor:in-
nenkollektiv geleitet.

3.2 Erhebungsinstrumente

Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, wurde das Item ,Erdbeeren” aus den BIST-U
M8 (2017) verwendet. Die Bearbeitung der Aufgabe erfolgte schriftlich und in ge-
druckter Form. Um einen Einblick in die Denk- und Fehlerprozesse der Schiiler:in-
nen zu erhalten, wurde die Aufgabenstellung in Anlehnung an Fischer und Malle
(2004) folgendermafien erweitert:

Schreibe hier alle deine Losungsschritte und Gedankenginge auf:
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Das Antwortfeld umfasst bei dem verwendeten Erhebungsinstrument nach der
Aufgabenstellung des Items ,Erdbeeren” (sieche Abschnitt 2.3) den gesamten ver-
bleibenden Bereich der A4-Seite. Zur Vermeidung von Unklarheiten hinsichtlich
der Erweiterung der Aufgabenstellung und fiir moglichst detaillierte und quali-
tatvolle Verschriftlichungen seitens der Schiiler:innen wurde eine Voriibung? zum
sLauten Denken” bearbeitet und im Plenum besprochen. Anschlieflend folgte die
Bearbeitung des Items Erdbeeren und der Erweiterung mit einer fixen Zeitvorgabe
von sieben Minuten.

3.3 Prozessierung und Auswertung der Daten

Aufgrund fehlender Bearbeitung der Aufgabenstellung wurden 6 Fille entfernt.
In einem weiteren Fall konnte der Bearbeitung kein eindeutiges Fehlermuster zu-
geordnet werden, dieser wurde daher fiir die weitere Analyse ausgeschlossen.
Insgesamt wird somit ein Datensatz mit 479 Bearbeitungen als Grundlage fiir die
vorliegende Studie herangezogen. Die Verteilung von Geschlecht sowie Schultyp
(AHS, MS) in der Stichprobe und einhergehender Ldsungshdufigkeiten konnen der
Tabelle3 entnommen werden. Die Losung des Items wurde als eigentlich richtig ge-
wertet, wenn die Formel mit Einheiten (z.B. E=12kg- p €) angegeben oder das neu-
trale Element bezliglich der Multiplikation (z.B. E=1-12-p) zusatzlich in die Formel
integriert wurde.

TAB 3 Merkmale des Datensatzes sowie Losungshdufigkeiten

. Bearbeitung Bearbeitung Bearbeitung

Merkmal Stichprobe (n) falsch eigentlich richtig richtig
Gesamt 479 55,74 % 20,04 % 24,22%
Geschlecht*

Mannlich 249 53,41% 20,08 % 26,51%
Weiblich 223 57,85% 19,73 % 22,42%
Schultyp

AHS 272 38,24% 28,68 % 33,09 %
MS 207 78,74 % 8,7% 12,56 %

*Da nur 1,46 % der Stichprobe (7 Schiiler:innen) divers oder keine Information beziiglich ihres Ge-
schlechts angaben, werden diesbeziigliche Kennzahlen nicht angefiihrt.

Die Auswertung der Bearbeitungen erfolgte deduktiv nach dem Kategoriensys-
tem der Fehlermuster nach Plangg et al. (2022). In einer ersten Phase codierten
die Autor:innen je ein Drittel der Gesamtbearbeitungen unabhiangig voneinander

2 Voriibung: Du deckst den Mittagstisch. Es kommen fiinf Personen zum Essen. Schreibe hier alle deine
Arbeitsschritte und Gedankengange auf.
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anhand eines Codierleitfadens. Anschliefiend erfolgte zur Validierung ein kon-
sensualer Codierungsschritt, in welchem samtliche Antworten im Autor:innen-
kollektiv diskutiert und gegebenenfalls angepasst wurden. Basierend auf diesen
Ergebnissen wurden diese Bearbeitungen fiir die bekannten Fehlermuster hin-
sichtlich moglicher Fehlerprozesse inhaltlich analytisch ausgewertet. In einer ab-
schlieflenden Phase erfolgten eine Riickmeldung und Diskussion der Ergebnisse
aus dieser Analyse mit insgesamt vier Lehrkréften einer Schule aus der Stichprobe.
Im Zuge dessen wurden die Codierungen von drei ausgewahlten Fehlermustern
(Unbestimmte im Nenner, kg statt 12, Rechnung) anhand der Aufgabenbearbeitun-
gen kommunikativ validiert. Primar wurden hierfiir Schiiler:innenantworten der
betreffenden Schule herangezogen.

Die Datenaufbereitung sowie Datenprozessierung erfolgte mithilfe der Statis-
tiksoftware R3.

Bei samtlichen Bearbeitungen mit notierten Losungsschritten und/oder Ge-
dankengangen, welche im Zusammenhang mit der Aufgabenstellung standen,
wurde unterschieden, ob sie Riickschliisse auf mogliche Fehlerprozesse zulassen
oder nicht. Bearbeitungen, die nur Fragmente des Losungs- bzw. Gedankenvor-
gangs enthielten oder einen Widerspruch zur gegebenen Antwort darstellten,
wurden fiir die weitere Analyse nicht herangezogen. Die entsprechenden Haufig-
keiten dazu werden im Ergebnisteil bei jedem einzelnen Fehlermuster gesondert
berichtet. Bei den einzelnen Bearbeitungen sind Mehrfachkodierungen beziiglich
der identifizierten Fehlerprozesse moglich. Die im Ergebnisteil berichteten Zitate
von Schiiler:innen stellen Ausschnitte der notierten Losungsschritte und Gedan-
kenginge dar. Umgangssprachliche Ausdriicke in den Au3erungen der Schiiler:in-
nen wurden dem Standarddeutschen angepasst.

4. Ergebnisse

In der vorliegenden Stichprobe konnten samtliche der von Plangg et al. (2022)
berichteten Fehlermuster beim Mathematisierungsprozess bei der Losung des
besagten Items erneut festgestellt werden. Die prozentuelle Haufigkeit ist jedoch
hinsichtlich der Reprasentativitat der Stichprobe nicht mit jener von Plangg et al.
(2022) vergleichbar. Aulerdem konnten durch die notierten Gedankengéange der
Schiiler:innen Fehlermuster praziser zugeordnet werden. Der Fokus liegt jedoch
nicht auf der Haufigkeit der Fehlermuster, sondern auf den zugrundeliegenden
Fehlerprozessen, wodurch in dieser Studie besonders die Anzahl und die Qualitat
der notierten Gedankenginge relevant sind (siehe Tabelle 4). Mehrfachcodierun-
gen sind moglich.

3 https://www.r-project.org/
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TAB. 4 Hdufigkeit des Fehlermusters sowie einhergehende Anzahl notierter Gedankengdnge in Zusam-
menhang mit der Aufgabenstellung

Fehlermuster Beispiel Anzahl  Prozent* Notlerts
Gedankengdnge

] Unbestimmte im 12:p 34 937 %
Nenner

2 | kgstatt 12 kg-p 47 12,95 46
Unbestimmte im

3 Z3hler p:12 13 3,58 10
x oder x und Einheit

4 statt Zahl xp ? 248 8

5 P.rozent im weiteren (12+100)/100 4 11 4
Sinn

6 | Rechnung 12:12 27 7,44 26

7 Einheit und Zahl statt Tkg-p 4 . 4
12

8 | xals Unbestimmte 12-x 8 2,2 8

* in Bezug auf die gesamte Stichprobe

Im Folgenden werden die Ergebnisse zu den einzelnen Fehlermustern, insbeson-
dere die zugehorigen festgestellten Fehlerprozesse, prasentiert. Die Reihenfolge ist
ident mit jener aus Tabelle 4 und entspricht jener aus Plangg et al. (2022).

4.1 Fehlermuster Unbestimmte im Nenner

Das Fehlermuster Unbestimmte im Nenner kommt in der vorliegenden Stichprobe
am zweithaufigsten vor (34 Fille, 9,37 %). Die haufigsten Antworten sind 12: p bzw.
12/p und 12/p €. In 26 der 34 erfassten Falle wurden Gedankengdnge und Arbeits-
schritte in Zusammenhang mit der Aufgabenstellung von den jeweiligen Lernen-
den verfasst, davon sind 10 so formuliert, dass sie Riickschliisse auf mogliche Feh-
lerprozesse zum genannten Fehlermuster liefern.

In sieben Fallen versuchen die Lernenden einen Preis fiir ein kg bzw. pro kg zu
bestimmen.

ID 18s: ,Ein Kilogramm kostet p Euro und wenn sie 12 kg hat muss man die 12 kg
durch p berechnen, weil man dann den Preis fiir ein kg hat”

In einem Fall geht hervor, dass ein unbekannter Preis pro kg fiir den/die Lernen-
de:n eine ungewohnte Situation ist.
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ID 24: ,Aufgabe ist komisch ... wenn man nicht weifs, wie viel man pro Kilo verlangt’,
Argumentiert Division: ,weil wenn man 12 durch p macht, dann weifS man, wie viel
1kg kostet”

Ein Fall erklart die Division sowie die Variable p folgendermafSen:

ID 48s: ,Sie will berechnen wie viel kg es kostet, wenn sie 12 kg hat, das heifst sie
muss es dividieren, p steht fiir pro Kilogramm®

In folgendem Einzelfall wird angefiihrt, dass die 12 kg in Euro aufzuteilen sind.
ID 425: 12 kg Erdbeeren, 12 kg in Euro aufteilen, 12kg:p=E"

In einem weiteren Fall wird angegeben, dass eine Menge von den 12 kg abgezogen
werden muss.

ID 337:,,Ich habe mir gedacht, wenn sie von den 12 kg eine gewisse Menge abzieht”

4.2 Fehlermuster kg statt 12

Unter den acht untersuchten Fehlermustern (Tab.4) tritt das Fehlermuster
kg statt 12 am haufigsten auf (47 Félle, 12,95 %). Die meistgenannten Antworten sind
kg-p bzw. p-kg und kg-p € bzw. p €-kg. In 46 der 47 Félle wurden Gedankengédnge
bzw. Arbeitsschritte im Zusammenhang mit der Aufgabenstellung notiert, wovon
31 Riickschliisse auf zugrundeliegende Fehlerprozesse ermoglichen.

In acht Fallen wird von den Lernenden die Menge variabel aufgefasst.

ID 227: ,Ein Kilogramm kostet p Euro deshalb kosten zwei kg 2p Euro und 3 kg 3p Euro
usw. Also kg*p €

In weiteren acht Fallen wird die Menge ebenfalls als variabel aufgefasst, jedoch geht
zusatzlich aus der Bearbeitung hervor, dass ,kg" als Variable fiir die verkaufte Menge

verwendet wird.

ID 439: ,,E=p*kg p = Preis pro Mengeneinheit (2€/kg oder 3€/kg etc.), kg =verkaufte
Menge, E = Einnahmen"

In neun Fallen spiegelt sich die Losung der Lernenden in einer umgangssprach-
lichen Formulierung oder in der Verwendung von Wortvariablen wider.

ID 150: ,,Einnahmen sind kg mal Preis pro Kilogramm®
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ID 242: ,Ich denke, Preis*Kg wiire logisch, aber irgendwie auch nicht. [...] p €* kg
sieht gut aus”

Zwei Fille zeigen dazu explizit den Einsetzungsaspekt bei Verwendung von ,kg"
als Variable auf.

ID 228: ,Bei der Erstellung der Formel muss ich zuerst die 12 kg Erdbeeren, danach
den Erlos in p Euro einfiigen. Dann kommt die obige Formel heraus” [Losung:

E=ple]-[kg] ]
In einem Fall wird ,kg" als abhangige Variable verwendet.

ID 40: ,pro ein € bekommst du kg viele Erdbeere’, ,ein € =250 g Erdbeeren; 2€ = 500g",
»Das heifst E=8¢€*2kg E=16€" [Lésung: E=p €-kg]

Ein:e Schiiler:in variiert sowohl die Menge als auch den Preis innerhalb einer Be-
arbeitung bei der Beachtung eines Mengenrabatts.

ID 103: ,,Sie macht vielleicht Angebote” ,z.B. 1kg=4€; 3kg=10€"

Ein gemeinsames Merkmal der bislang nicht genannten Bearbeitungen besteht in
der zusatzlichen Angabe eines konkreten Beispiels, was insgesamt von fiinf Ler-
nenden angefiihrt wurde.

ID 70: ,E=10€-10kg=100; E=p-kg"

Dieses Fehlermuster trat in der vorliegenden Stichprobe tendenziell bei leistungs-
stiarkeren Schiiler:innen auf (27 der 47 Fille besuchten eine AHS, 38 der 47 Fille
werden nach AHS-Standards im Unterricht beurteilt).

4.3 Fehlermuster Unbestimmte im Zahler

Das Fehlermuster Unbestimmte im Zdhler tritt in der vorliegenden Stichprobe 13-
mal (3,58 %) auf. Mehrmals wird die Antwort p:12 bzw. p/12 sowie p €:12kg an-
gegeben. Weitere Varianten sind unter anderem p:kg bzw. p €/kg. In zehn der 13
Félle wurden Gedankengidnge bzw. Arbeitsschritte im Zusammenhang mit der
Aufgabenstellung notiert, wovon sieben Antworten Riickschliisse auf Fehlerpro-
zesse ermoglichen.

Vier Antworten geben Unsicherheiten beziiglich der korrekten Operation an,
wobei zwei Antworten explizit zwischen der Verwendung der (korrekten) Multi-
plikation oder einer Division schwanken:
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ID 257: ,,Das heifst p Euro * 12 weif$ ich nicht [...] Was ist p Euro. Vielleicht p:12=E"
ID 463: ,,oder E=12*p €. Ich weifS es nicht”
Zwei Fille zeigen ein Bestreben zur Bestimmung des Kilopreises auf:

ID 461: Wenn sie den Preis von 12 kg weifS wiire es einfach die Rechnung wiirde lauten
2.B. «20€:12=...» aber man muss zuerst den Preis von 12 kg berechnen” [Losung:

p€:12kg]

“«

ID 122: ,,1kg Erdbeeren = p€’; ,,12kg=p €’ Umformung der Gleichung zu ,,1kg=p/12 €"

In einem weiteren Fall wird mit einem Beispiel zudem eine konkrete Berechnung
durchgefiihrt:

ID 98: ,p=24" ,E=24:12" ,E=2€"

4.4 Fehlermuster x oder x und Einheit statt Zahl

Das Fehlermuster x oder x und Einheit statt Zahl kommt in neun Fallen (2,48 %) der
vorliegenden Stichprobe vor. Die hdaufigsten Antworten sind p-x bzw. x-p sowie
Varianten dieser Antwort mit zusatzlichen Einheiten (bspw. p €-x oder p-xkg). In
acht der neun Falle wurden von den Lernenden sinnvolle Gedankenginge bzw.
Arbeitsschritte notiert — wovon sieben so formuliert sind, dass Riickschliisse auf
potentielle Fehlerprozesse ermoglicht werden.

In sechs Antworten wird von den Schiiler:iinnen explizit erklart, was die Varia-
ble x ausdriickt. Zwei davon nennen das Gewicht, zwei Antworten die Anzahl und
eine Antwort gibt x als Variable fiir die verkaufte Menge an:

ID 246: ,Wenn Verena eine beliebige Menge verkaufen mdchte muss sie einfach den
Preis p Euro mit dem Gewicht x multiplizieren”

ID 226: ,,Um das Einkommen zu berechnen braucht man die Anzahl x [...]"

ID 323: ,x =verkauftes kg [...] verkauftes: ges.Preis = Einnahmen™ [Lésung: x:p €
(gesamt)]

In einem Fall wird zudem in die Konsument:innenperspektive gewechselt:

ID 42: ,weil x ist wie viel man will” [Lésung: E=x-p]
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In zwei Féllen geht aus den Notizen hervor, dass die Variable x aus einer Korrektur
der eigentlichen Losungserwartung hervorgeht:

ID 248: ,Der Preis mal die Anzahl = E’; S notiert zuerst 12- p Euro, streicht 12 durch
und erganzt stattdessen x.

4.5 Fehlermuster Prozent im weiteren Sinn

Das Fehlermuster Prozent im weiteren Sinn tritt insgesamt in vier Fallen (1,1%) auf.
Alle Antworten inkludieren entweder die Zahl 100 als Faktor (bspw. —= - 100)
oder als Divisor (bspw. %). Obwohl alle vier Antworten sinnvolle Gedanken-
gange oder Arbeitsschritte inkludieren, lassen sich Fehlerprozesse kaum rekonst-
ruieren. Drei Falle liefern eine Erklarung fiir die angegebene Losung.

Das letztgenannte Beispiel tritt zweimal auf. Zwei Antworten gleichen sich in

der Intention, den Kilopreis zu bestimmen:
ID 128:,(12+100)/100 =13, ,A =13 pro einem Kilogramm"
ID 5: ,weil so berechnet man p € und fiir 1 Kilo 13 € ist ein guter Preis”

In einer Antwort befindet sich eine explizite Erklarung fiir das Anwenden der Pro-
zentrechnung:

ID 291: ,Ich weif8 nicht deswegen hab’ ich irgendwas geschrieben, dass sie ihre 12 kg
an 50 Personen verkauft und das denn mal 100 fiir %

4.6 Fehlermuster Rechnung

Das Fehlermuster Rechnung tritt in 27 Féllen (7,44 %) auf. Im Vergleich aller Ant-
worten bei diesem Fehlermuster wird keine Antwort haufiger als dreimal genannt.
Beispiele fiir Antwortmoglichkeiten sind 12:12, 1:12=0,11 oder 12:12+1-8 =8 €.
Vier Fille wurden bereits im Abschnitt zuvor (Prozent im weiteren Sinn) betrach-
tet. Von den restlichen 23 Bearbeitungen wurden in 22 Fillen Gedankenginge
oder Arbeitsschritte in Zusammenhang mit der Aufgabenstellung angefiihrt, wo-
von 20 Bearbeitungen Erklarungen fiir mogliche Fehlerprozesse liefern.

In neun Fallen wird von den Lernenden erlautert, dass ein Kilopreis fiir die Be-
rechnung festgelegt wird.

ID 353:,,Ich habe einen Preis tiberlegt. Danach habe ich eine Formel aufgestellt und
dann ausgerechnet was ihr Gewinn wiére” [Lésung: 12-5=60 €]
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ID 6: Schiiler:in legt einen Kilopreis fest (3 €) und beginnt tabellarisch aufzulisten:
1=3€,2=6€,3=9€ 4=12€ [Losung: 1-3]

In elf Bearbeitungen wird eine Rechnung mit der Struktur einer Division durchge-
fuhrt, wobei in jeder Rechnung die Zahl 12 (oder ein Vielfaches davon) entweder
als Divisor oder Dividend verwendet wird. Davon versuchen die Lernenden in vier
Antworten den Kilopreis auszurechnen:

ID 478: S fiihrt schriftliche Divisionen fiir die Rechnungen ,1000:12 = 8,16" und
»12000:1000 = 12" durch; ,Pro kg verlangt sie 8,16 €”

Zwei Lernende geben als Begriindung an, sich ein Kilogramm zu berechnen.

ID 7: ,Man rechnet 12kg durch die 12kg um 1kg rauszubekommen”
[Losung: 12:12=1kg]

In einer Antwort wird die Division mit einer fairen Aufteilung argumentiert:

ID 177: 12 selbstgepfliickte Erdbeeren; man kdnnte die 12 durch 2 rechnen damit es
fair bleibt also damit man dann die Hdilfte hat also wdire es 6 und durch jedes Kilo pro
die Hdilfte weg oder dazu rechnen” [Losung: 12:2=6 €]

Die restlichen vier Losungen mit einer Division liefern keine verbalen Erklarungen
flir den Rechenvorgang, zeigen jedoch anhand der notierten Arbeitsschritte das
Bestreben auf, die notierte Rechnung mit einer schriftlichen Division zu |6sen:

ID 321:,12000:5 ="

4.7 Fehlermuster Einheit und Zahl statt 12

Das Fehlermuster Einheit und Zahl statt 12 tritt in der vorliegenden Stichprobe in
vier Fillen (1,1%) auf. Davon sind drei Losungen nahezu identisch (1kg-p € bzw.
p-1kg). Die vierte Losung lautet 1/2kg-3€ und lasst sich dem Abschnitt zuvor
(Fehlermuster Rechnung, also der Festlegung eines Kilopreises) zuordnen. Drei
Bearbeitungen enthalten Anmerkungen zu den Gedankengangen bzw. Arbeits-
schritten, von denen zwei Riickschliisse auf Fehlerprozesse ermaoglichen.

Zwei Schiiler:innen erklaren die — hier tbliche — Zahl 1 folgendermaf3en:

ID 69: ,p *1kg da man den Preis mal die einzelne Menge rechnet”; anschlieend gibt
er/sie ein korrektes Beispiel mit konkreten Werten fiir 2 kg bei einem Kilopreis
von 3€ an. [Lasung: p-1kg]
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ID 451: ,,Erdbeeren =12 kg, Preis = p €, fiir 1kg verlangt Verena p €, das heifSt fiir 12 kg
verlangt sie so und so viel € [Losung: 1kg-p €]

Antworten mit einer zusitzlichen Operation
Das vermehrte Auftreten der Ziffer 1in Kombination mit der Einheit ,kg" spiegelt
sich in jenen Bearbeitungen wider, welche in der Antwort eine zusitzliche Re-
chenoperation aufweisen. Innerhalb dieser Antworten wird sieben Mal die Varia-
ble p mit der Ziffer 1 bzw. mit ,1kg" multipliziert.

Davon geben vier Antworten, die eigentlich richtige Losung mit einer Klammer
Uber der Multiplikation von 1(kg) und p (€) an. Diese Vorgehensweise wird folgen-
dermafen erklart:

ID 112: ,,Muss erst ein Kilogramm ausrechnen um dann 12kg zu berechnen”
[Losung: (1-p)-12]

ID 230:,,Ich habe mir gedacht, dass sie ja 12 kg und sie pro kg p Euro verlangt,
dass sie ihre bisherigen 12 kg mal den 1*kg und dem Preis p Euro rechnet daher
12kg-(1kg-p€)=E"

Jenexr Schiiler:in, welche:r keine Klammer angab [E=1kg*p*12], erklart die Lo6-
sung folgendermafien:

ID 57: ,Wenn 1p ein kg ist muss 12kg =12 p sein. Die Einnahmen sind kg *p *12"

4.8 Fehlermuster x als Unbestimmte

Das Fehlermuster x als Unbestimmte tritt insgesamt in acht Fallen (2,2%) auf. Am
haufigsten wird dabei die Losung 12-x bzw. x- 12 angegeben. In allen Fillen wurden
von den Lernenden Gedanken bzw. Arbeitsschritte in Zusammenhang mit der
Aufgabenstellung festgehalten, von denen sechs Riickschliisse auf zugrundelie-
gende Fehlerprozesse zulassen.

Bei sechs Schiiler:iinnen wird deutlich, dass die Aufgabe im Wesentlichen ver-
standen wurde und der Fehler bei der formalen Notation entstand.

ID 373: ,x = das Geld, das sie pro Kilogramm verlangt, 12 = weil sie hat 12 Kilogramm,
€=die Summe, die sie dann einnimmt” [Lésung: x-12 = €]

ID 200: ,Habe die Formel E=12"p aufgestellt, weil 12 die Kilo sind und p der Preis, wie
X" [Losung: 12-p=x]

Finf Lernende fiihren explizit die Bedeutung der Variable x an (z.B. ID 373).
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5. Interpretation und Diskussion

5.1 Unbestimmte im Nenner

Die Ergebnisse und Kommentare zu den Bearbeitungen zum Fehlermuster Un-
bestimmte im Nenner (siehe 4.1) weisen darauf hin, dass einige Schiileriinnen be-
absichtigen, den Preis fiir ein Kilogramm Erdbeeren zu bestimmen.

Dieses Bestreben kann in einer ersten moglichen Leseart darauf zuriickgefiihrt
werden, dass eine fiir die Schiiler:innen ungewohnte Situation vorliegt, in welcher
der Preis pro Kilogramm unbekannt ist (siehe 4.1, ID 24). Im Regelfall ist der Preis
pro Kilogramm gegeben und die verkaufte Menge variabel. Die Schiiler:innen
deuten die Aufgabenstellung um und bestimmen den Kilopreis, um weiter arbei-
ten bzw. rechnen zu kénnen. Es wird folglich ein fiir sie ,gewohnter” Aufgaben-
kontext hergestellt.

Eine weitere mogliche Ursache fiir das Bestreben, den Kilopreis zu bestimmen,
konnte darin liegen, dass im Kontext von derartigen Aufgaben die Berechnung
des Kilopreises in vielen Fillen der erste Schritt in der Problemldsung darstellt,
um dann damit gegebenenfalls ausrechnen zu kdnnen, wie viel eine bestimmte
Anzahl an Kilogramm kostet.

In beiden Fallen umfasst die Strategie ,Rechnen auf 1 kg” die Division als erste
Rechenoperation, die dann mit den Angaben 12 und p zur Division 12:p fiihrt.
Die Anwendung dieser Strategie ist bei der vorliegenden Sachsituation allerdings
nicht angemessen. Hier liegt ein Zusammenhang mit der Anwendung eingeiibter
Losungsstrategien im Sinne regelhafter Verfahren (Hafner, 2012) nahe.

Die Verwendung einer mathematischen Operation, die der Sachsituation nicht
angemessen ist, bezeichnet Hafner (2012) als Zuordnungsfehler. Dieser Fehlerpro-
zess auflert sich auch in den Bearbeitungen jener Schiiler:iinnen, die die Menge
»aufteilen” (ID 425) oder etwas von der Menge ,,abziehen” (1D 337) mochten. Beide
Handlungsvorstellungen kdnnen mit der Division in Verbindung gebracht werden
(Padberg & Blichter, 2015), sind in der beschriebenen Sachsituation jedoch nicht
angemessen.

5.2 Unbestimmte im Zahler

Die Ergebnisse des Fehlermusters Unbestimmte im Zdhler (Abschn. 4.3) lassen
ebenfalls darauf schliefSen, dass die Lernenden haufig versuchen, den Kilopreis zu
bestimmen. Ein wesentlicher Bestandteil in diesem Fehlerprozess konnte die Auf-
fassung der Variable p als Preis fiir die gesamte Menge sein. So wird beispielsweise
die Gleichung 12kg=p € durch die Intention zur Bestimmung des Kilopreises zu
1kg :1%€ umgeformt (vgl. ID 122). Die Auffassung der Variable p als Preis fiir

die gesamte Menge kann ebenfalls zugrunde liegen, wenn die Gesamteinnahmen
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angenommen und anschlieflend durch 12 dividiert werden (ID 461). Dies bestatigt
in dem Erklarungsmodell von Plangg et al. (2022) den fehlerhaften Ansatz fiir eine
Schlussrechnung, dennoch geht aus den Kommentaren keine tatsachliche Durch-
flihrung eines Schlusses hervor.

Einen weiteren Einblick in die Entstehung dieses Fehlers liefern jene Bearbei-
tungen, welche Unsicherheiten hinsichtlich der Verwendung der Rechenopera-
tion aufweisen. Jene Schuleriinnen aufiern in den Kommentaren verschiedene
Moglichkeiten fiir eine Formel und schwanken primar zwischen der Losungs-
erwartung E=12-p, und der schlussendlich finalisierten Antwort E=p:12. Diese
Ambivalenz in der Zuordnung der mathematischen Operation zu der gegebenen
Sachsituation kann auf wenig tragfahige Grundvorstellungen beziiglich der ma-
thematischen Operationen zuriickgefiihrt werden. Analog zum vorhergehenden
Fehlermuster scheint hier erneut ein Zuordnungsfehler der mathematischen
Operation (Hafner, 2012) zu passieren.

5.3 Rechnung, Prozentrechnung

Die Ergebnisse des Fehlermusters Rechnung (Abschn. 4.6) lassen darauf schliefien,
dass einige Lernende in einem ersten Schritt der Bearbeitung einen konkreten Ki-
lopreis festlegen. AnschliefSend wird das Resultat dieser Entscheidung entweder
verwendet, um den Gewinn (bei 12 verkauften Kilogramm) zu bestimmen (vgl. ID
353) oder um eine proportionale Zuordnung darzustellen (vgl. ID 6).

Die Festlegung eines konkreten Preises kann auf ein operationales Verstandnis
des Gleichheitszeichens zuriickgefiihrt werden. Dabei interpretieren Schiiler:in-
nen das Gleichheitszeichen als ein rechnerisches ,Tu etwas“-Signal anstelle eines
relationalen Zeichens fiir Gleichungen bzw. Ausdriicke im Sinne der Aquivalenz
(Kieran, 2022). Tietze (1988) fiihrt in diesem Kontext an, dass sich Lernende in
der Erwartung eines ,geschlossenen” Ergebnisses befinden. Dies bezeichnet einen
Ausdruck, der entweder eine Zahl oder ein Term ohne explizit sichtbare Ope-
rationszeichen ist. Diese Erkenntnisse vertiefen die Vermutung von Plangg et al.
(2022) hinsichtlich der Auswirkungen spezifischer Aufgabenmerkmale. Insbeson-
dere wird hier das ,alleinstehende” Gleichheitszeichen ,E =" angesprochen. Im
Schritt der Validierung der identifizierten Fehlerprozesse mit den Lehrpersonen
einer Schule blieb dies jedoch weitgehend unbeachtet. lhrer Auffassung nach
flihrte primar der Begriff ,Einnahmen” in der Aufgabenstellung zur Strategie einer
konkreten Berechnung, da Schiiler:innen diesen Begriff mit einer Zahl (und nicht
mit einer Formel) verkniipfen.

Ein gemeinsames Merkmal weiterer Bearbeitungen, die dieses Fehlermuster
aufweisen, besteht in einer Antwort mit der Struktur einer Division sowie dem
Auftreten der Zahl 12 (oder eines Vielfachen davon). Diese Antworten liefern
keine tiefergehenden Einblicke in die zugrundeliegenden Fehlerprozesse fiir die
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konkrete Entscheidung zur Division — einzelne Antworten der Lernenden geben
jedoch bereits diskutierte Aspekte zur Grundvorstellung dieser Rechenoperation
wieder. Beispiele dafiir sind das Bestreben, den Kilopreis zu bestimmen (vgl. ID
478) oder etwas zu verteilen (vgl. ID 177). Ein wesentlicher Unterschied zu anderen
Fehlermustern mit der Struktur einer Division (z.B. Unbestimmte im Zdhler) ist
das Nichtvorhandensein einer Variable. Dadurch wird eine tatsachliche Berech-
nung moglich, welche von den Schiiler:innen meist in der Form eines schriftlichen
Algorithmus durchgefiihrt wird.

Die Vorgehensweise dieser Schiiler:innen weist Parallelen zur Bearbeitung so-
genannter Kapitdnsaufgaben4 (vgl. Baruk, 1989) im Mathematikunterricht der
Primarstufe auf. Dabei werden unlésbare Aufgaben (aufgrund fehlender Informa-
tion) durch die Verkniipfung irrelevanter Zahlen ,gelost”. Dies ldsst sich auf ein
mechanisches Vorgehen bei der Bearbeitung von Sachaufgaben zuriickfiihren, bei
welchem der Kontext ausgeblendet wird (Selter, 1994). Analog dazu konnte bei
diesem Fehlerprozess ein Bestreben der Schiiler:innen, etwas schematisch — mit
den gegebenen Zahlen - auszurechnen, mitwirken. Unterstiitzt wird diese An-
nahme durch die Verwendung der Zahl 12 sowie einer ihrer Vielfachen. Als Ursa-
che fiir dieses Verhalten werden haufig Erfahrungen im Kontext des Mathematik-
unterrichts — und daraus resultierend die Erwartung einer rechnerischen Losung
- gesehen (Franke & Ruwisch, 2010).

Jene Bearbeitungen, welche innerhalb des Fehlermusters Rechnung auftreten
und — im Kontrast zum Erklarungsmodell zuvor - keinen Preis festlegen, treten
ausschliefSlich in Mittelschulen auf. Von den insgesamt 18 derartigen Bearbeitun-
gen liegen in jeder Mittelschule dieser Stichprobe mindestens zwei Bearbeitungen
vor. 50 % von diesen wurden nach AHS-Standards beurteilt.

Die Ergebnisse zum Fehlermuster Prozent im weiteren Sinn (Abschn. 4.5) wei-
sen ebenfalls auf ein Bestreben der Schiiler:innen hin, eine konkrete Berechnung
durchzufiihren. Aufgrund des Auftretens der Zahl 100 im Zahler oder Nenner der
Rechnung konnte bei dem zugrundeliegenden Fehlerprozess die Vorstellung einer
Prozentrechnung mitwirken. Analog zur zuvor beschriebenen Strategie werden
hier irrelevante Informationen miteinander verkniipft. Das Ausfiihren des vom
Kontext losgelosten Schemas der Prozentrechnung konnte auf zahlreiche einge-
libter Losungsstrategien im Sinne regelhafter Verfahren (Hafner, 2012) zuriickzu-
flihren sein. Da insgesamt nur vier derartige Bearbeitungen vorliegen, sind keine
weiteren Einblicke in dieses Fehlermuster moglich.

4 Die Namensgebung dieses ,Aufgabentyps” lasst sich auf die folgende gegebenen Sachsituation von Baruk
(1989, S.29) zuriickfiihren: ,Auf einem Schiff befinden sich 26 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist der Kapitan?“
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5.4 Einheit und Zahl statt 12

Die Ergebnisse des Fehlermusters Einheit und Zahl statt 12 (Abschn. 4.7) zeigen,
dass vorrangig die Zahl 1 in Kombination mit der Einheit ,kg“ verwendet wird.
Eine mogliche Erklarung fiir die spezifische Wahl dieser Zahl ist die Vorstellung,
bei der Berechnung der Einnahmen den ,Preis mal die einzelne Menge" zu rech-
nen. Diese Vorstellung wird bei ID 69 sichtbar.

Das Phianomen der Verwendung von 1(kg)-p zeigt sich auch in jenen Bear-
beitungen, welche innerhalb der Formel eine zusatzliche Rechenoperation auf-
weisen. Die Ergebnisse lassen ein Bestreben der Schiiler:innen vermuten, durch
den Ausdruck 1(kg)-p zunichst die Einnahmen fiir ein Kilo zu berechnen, bevor
sie die Multiplikation mit der Gesamtmenge vornehmen (vgl. ID 112). Die zeitlich
sukzessive Struktur des Arbeitsprozesses bietet eine mogliche Erklarung fiir die
einheitliche Klammersetzung in der Form (1kg-p)-12 in den Antworten. Zudem
kann die Verwendung tiberfliissiger Klammern durch Schiiler:innen als Mittel zur
Konstruktion innerer Bedeutung und Verdeutlichung von Beziehungen verstan-
den werden (Papadopoulos, 2023). In diesem Kontext konnen jene Antworten,
die dem Fehlermuster Einheit und Zahl statt 12 zugeordnet werden, als ein erster
JTeilschritt” innerhalb des Bearbeitungsprozesses interpretiert werden.

5.5 kg statt 12, x oder x und Einheit statt Zahl

Die Ergebnisse des Fehlermuster kg statt 12 (Abschn. 4.2) deuten darauf hin, dass
die Lernenden die Menge an Erdbeeren als variabel auffassen. Einige Schiiler:in-
nen aufSern explizit, dass unklar sei, ob die gesamte Menge verkauft werde. Vor
diesem Hintergrund erscheint es nachvollziehbar, die Zahl durch eine Variable zu
ersetzen. Bereits Tietze (1988) weist darauf hin, dass Schiiler:innen Variablen unter
anderem auf die Darstellung als Einheit — hier auf die Einheit ,kg“ — beschran-
ken. In weiteren Ergebnissen ist ersichtlich, dass Lernende in ihren Erklarungen
Wortvariablen oder umgangssprachliche Formulierungen verwenden. Dies kann
die Wahl von ,kg“ als Variable erklaren, da Buchstaben in ihrer funktionalen Ver-
wendung prinzipiell nicht von Wortvariablen abweichen (Fischer & Malle, 2004).

Ein weiterer Aspekt, welcher in den notierten Gedankengangen ersichtlich
wird, ist die Auffassung der Variable als Platzhalter (vgl. ID 228). Diese Auf3erun-
gen von Schiiler:innen stiitzen die Vermutungen von Plangg et al. (2022), wonach
bei diesem Fehlermuster der Einsetzungsaspekt von Variablen (Fischer & Malle,
2004) im Fokus steht.

Die Ergebnisse des Fehlermusters x oder x und Einheit statt Zahl (Abschn. 4.4)
zeigen, dass einige Schiiler:innen die Variable x eigenstandig und informell defi-
nieren (vgl. ID 323). Aufgrund der fehlenden Angabe zur tatsichlich verkauften
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Anzahl an Kilogramm formulieren die Lernenden in diesen Fillen eine inhaltlich
angemessene und korrekte Losung der Situation.

Die Ursachen dieses Fehlermusters scheinen somit dhnlich gelagert wie die
Vorgehensweise der Verwendung von kg als Variable fiir die verkaufte Menge. Ein
wesentlicher Unterschied konnte in einem ausgepragteren Variablenverstandnis
der Lernenden liegen. Demnach wird eine Beschrankung der Variable auf die Ein-
heit nicht mehr akzeptiert, sondern die Variable x als Darstellung fiir eine ,all-
gemeine Zahl“ verwendet (Tietze, 1988). Dieser Denkprozess konnte insbesonde-
re jenen Schiiler:iinnenldsungen zu Grunde liegen, in denen der Ausdruck kg-p
durch x-p ersetzt wurde.

In beiden Féllen Gberwinden Schiileriinnen zentrale Hiirden des Mathemati-
sierungsprozesses und scheitern — im Fall der Verwendung von kg als Variable fiir
die verkaufte Menge — erst an der formalen Notation. Analog zu den Ergebnissen
der reprasentativen Stichprobe von Plangg et al. (2022) zeigt sich auch in der vor-
liegenden Stichprobe, dass diese beiden Fehlermuster vorrangig bei leistungsstar-
keren Schiiler:innen auftreten. In 83,93 % derartiger Fille erfolgt die Beurteilung
der Schiler:innen nach den AHS-Standards, wobei 60,71 % der Schiiler:innen eine
AHS besuchen.

5.6 X als Unbestimmte

In den Ergebnissen des Fehlermuster x als Unbestimmte (Abschn. 4.8) wird erneut
deutlich, dass die Lernenden bemiiht sind, eine Definition fiir die Variable x zu
formulieren. Aus diesen Festlegungen geht hervor, dass die Variable x in Uber-
einstimmung mit der Bedeutung der Variable p verwendet wird. Entsprechend
sind Antworten in der Form von 12-x als korrekt zu werten. Die Verwendung der
Variable x lasst sich moglicherweise auf eine im Unterricht erworbene Fixierung
auf x als die standardmafBig verwendete Unbestimmte zuriickfiihren (Plangg et
al, 2022). Die Schiiler:innenantwort ,p ist der Preis, wie x“ (ID 200) ldsst diese Ver-
mutung plausibel erscheinen. Diese Auffassung kdnnte auch jenen Bearbeitungen
zugrunde liegen, in denen aus den notierten Gedankengangen keine Beriicksich-
tigung der Variable p hervorgeht und stattdessen die Variable x durchgangig als
unbestimmte Grofie verwendet wird.

Die Ergebnisse weisen somit darauf hin, dass einige Schiiler:innen aufgrund
einer Festlegung der Bedeutung der Variable x eine fachlich korrekte Antwort ab-
geben und nicht — wie von Plangg et al. (2022) vermutet — beim Schritt der No-
tation im Mathematisierungsprozess scheitern, wenngleich einige Losungen (z.B.
ID 373, ID 200) darauf hinweisen, dass es dennoch an fachsprachlichen Kompeten-
zen mangelt.
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6. Fazit und Ausblick

Die vorliegende Untersuchung verdeutlicht, dass sich die Fehlerprozesse der Ler-
nenden beim Bearbeiten der Aufgabenstellung auf iibergeordnete kognitive und
kontextuelle Muster zurlickfiihren lassen. Zentrale Erklarungsmuster umfassen
dabei die Orientierung an eingelibten Verfahren (vgl. Hafner, 2012), ein mangel-
haftes Operationsverstandnis sowie eine problematische Verwendung mathema-
tischer Notationsformen. Insbesondere die Strategie des Rechnens ,auf die Ein-
heitsgrofSe” — etwa auf ein Kilogramm - zeigt sich in mehreren Fehlermustern
(u.a. Unbestimmte im Nenner, Unbestimmte im Zdhler, Einheit und Zahl statt 12)
und l3sst auf eine habitualisierte Vorgehensweise der Schiiler:innen schlief3en, die
auf routinierte Losungsansatze zuriickgreifen, selbst wenn diese im gegebenen
Kontext unangemessen sind.

Ein weiterer zentraler Befund betrifft das Phanomen der Kontextlosigkeit: In An-
lehnung an Baruks (1989) Konzept der Kapitiansaufgaben wird bei verschiedenen
Bearbeitungen — etwa im Fehlermuster Rechnung oder Prozentrechnung — deutlich,
dass Schiiler:innen mit vorgegebenen Zahlen schematisch operieren, ohne deren
situativen Bezug zu priifen. Diese Tendenz zum kontextunabhangigen Rechnen ver-
weist auf ein tiefsitzendes schulisch gepragtes Losungsschema, das auf das Ausfiih-
ren von Rechenoperationen anstelle einer inhaltlichen Analyse der Sachsituation
fokussiert ist. Auch hier erweist sich die mangelnde Integration von Rechenopera-
tion und Sachverhalt als zentrales Hindernis im Mathematisierungsprozess.

Die Analyse zeigt darlber hinaus, dass ein defizitares Verstandnis mathemati-
scher Operationen — insbesondere der Division — einen entscheidenden Beitrag
zu mehreren Fehlermustern leistet. Die Ambivalenz im Umgang mit Rechenope-
rationen (vgl. Unbestimmte im Zdhler) sowie das Schwanken zwischen verschie-
denen Ausdrucksformen (z.B. E=12:p vs. E = p:12) verdeutlichen ein wenig tragfa-
higes Verstandnis der funktionalen Bedeutung von Rechenzeichen. Besonders das
Gleichheitszeichen wird hdaufig operational — im Sinne eines Rechenbefehls — und
nicht relational interpretiert, wie es u.a. im Fehlermuster Rechnung beobachtet
werden konnte (vgl. Kieran, 2022; Tietze, 1988).

Hinsichtlich der Notation zeigt sich, dass Schiiler:innen vielfach mit formalen
Anforderungen ringen. Die Ergebnisse zu den Fehlermustern kg statt 12, x statt
Zahl sowie x als Unbestimmte legen nahe, dass insbesondere leistungsstarkere
Lernende den Mathematisierungsprozess inhaltlich korrekt vollziehen, jedoch an
der standardisierten Notation scheitern. Die Fixierung auf bestimmte Variablen-
formen (etwa x) oder der Gebrauch von Einheiten als Variable spiegeln sowohl
kreative Zugange als auch systematische Schwierigkeiten im formalen Ausdruck
wider. Die Beobachtung, dass in vielen Fillen neue Variablen eingefiihrt werden,
ohne deren Bedeutung explizit zu definieren, unterstreicht die Relevanz einer ge-
zielten Forderung einer korrekten mathematischen Ausdrucksweise.
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Die Analyse der Fehlermuster eroffnet Perspektiven fiir die Weiterentwick-
lung mathematikdidaktischer Diagnostik und dahingehenden Lernumgebungen.
Kiinftige Studien sollten auch gezielt der Frage nachgehen, welche Denk- und L6-
sungsschritte Lernende heranziehen, die den Mathematisierungskreislauf korrekt
durchlaufen. Eine Analyse der Bearbeitungen der vorliegende Stichprobe zu dem
Item "Erdbeeren” findet sich in Plangg & Jedinger (2026).

Zudem konnte durch Varianten der Aufgabenstellung, etwa durch erginzende
Tabellen, eine explizitere Strukturierung des Bearbeitungsprozesses erreicht wer-
den. Dies wiirde sowohl die heuristische Orientierung der Schiiler:innen unterstt-
zen als auch wertvolle Riickschliisse tiber deren Verstandnisprozesse ermoglichen.

Als wesentliche Limitation der vorliegenden Studie ist die ausschliefSlich
schriftliche Erhebung der Losungsschritte und Gedankengange im Bearbeitungs-
prozess zu nennen. Mogliche unzureichende sprachliche Fahigkeiten der Schii-
ler:innen kénnten dazu fiihren, dass sie ihre Uberlegungen nicht nachvollziehbar
verschriftlichen und auf diese Weise nur ein unzureichender Einblick in ihre Ge-
danken und Losungsschritte gewahrt wird. Dennoch ermdglichen die Dokumen-
tationen der Lernenden die Bearbeitung des urspriinglichen Forschungsdeside-
rats und es konnten aufgrund von 92 Bearbeitungen mogliche Fehlerprozesse fiir
die bekannten Fehlermuster identifiziert werden.

Aus einer libergeordneten Perspektive veranschaulicht die vorliegende Studie
exemplarisch die Vielfalt moglicher Fehlerprozesse im Kontext einer einzelnen
Aufgabenstellung sowie die daraus resultierende Relevanz ihrer systematischen
Analyse. Insbesondere fiir Lehrpersonen zeigen die Ergebnisse die Bedeutsamkeit
der Auseinandersetzung mit Fehlerprozessen auf, um Einblicke in bestehende
Fehlvorstellungen von Lernenden zu gewinnen und im Unterricht gezielt darauf
reagieren zu konnen.
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